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HOJA DE PROBLEMAS: ESPACIOS VECTORIALES

. Supongamos que una molécula de metano, en estado de equilibrio, tiene sus cuatro hidrégenos en las
posiciones r; = (a, a,a), r2 = (a,—a,—a), rs = (—a,a,—a), r4 = (—a, —a, a), con el carbono en el centro.
El momento dipolar de cada enlace viene dado por p; = xr;, 1 < i < 4, con k una constante. Calcula el
momento dipolar total u = Z?zl i

. Comprobar si los siguientes sistemas de vectores son LI, SG y/o base de los espacios vectoriales corres-
pondientes, hallando en cada caso el rango del sistema:

a) {(1,1,1),(1,2,1),(1,3,2)} de R3.

b) {(1,2,3,0),(4,3,4,-16), (7,3,4,5)} de R%.

¢) {(1,0,0,-1),(2,1,1,-2),(0,1,1,0), (1,1,1, 1)} de R%,

d) {(4,-5,7),(3,3,4),(1,1,-2),(2,—1,1)} de R3.

e) {(1,%,2),(0,1,-2i),(3,1,5)} de C2.

) {(1,0,-1),(4,2,0),(1,-2i,0)}, (0,2i, ~1)} de C.

9) {1+z,24 2% 1+ 2%} de P; = {polinomios de grado menor o igual que 2}.

h) {(2,0,0),(3,2,0), (4,3,2)} (x € R) de R®.

. (Cudles de los signientes subconjuntos de R® son subespacios vectoriales de R3 ?

(a) {(ZL'],J)Q,.’L‘3) cR3: r = $2}.

(b) {(z1,72,25) €R3: 7 = 1}.

(C) {($1,$2,$3) cR3: T1XoL3 = 0}

(d) {(ml,wg,wg) ER3:xy+ao+ a5 = O}.

. Consideremos la base B = {(1,-1), (2,0)} de R2. Se pide:

(a) Dibuja la base B.

(b) Hallar (5,3),.

(c) Si C es la base canénica de R? hallar las matrices cambio de base M,,_, y M,_, ,.
. Consideremos las siguientes bases de R?: B = {(0,2),(1,3)} y B’ = {(1,1), (1, —1)}. Se pide:
(a) Dibuja las bases By B'.

(b) Hallar las matrices cambio de base de B a B’ y de B’ a B, asi como las ecuaciones del cambio de
base de B a B’ y de B’ a B.

(c) Siuy v son vectores de R? tales que u, = (—3,5) y v, = (0,2), hallar u_, y v,.

. Cambios de coordenadas habituales en Fisica. Ademds de las coordenadas cartesianas (que son
coordenadas o componentes de un vector en la base canénica de R", n = 2, 3), es muy habitual en Fisica
usar las coordenadas polares, las cilindricas y las esféricas. El objetivo de este ejercicio es estudiar con
cierto detalle estos tres 1ltimos sistemas de referencia (o bases de R®, n = 2,3) y su relacién con las
coordenadas cartesianas.



(a) Coordenadas polares en R?. Las coordenadas polares representan cada vector 7 € R? a través de
dos niimeros: p, que mide la longitud (o médulo) de ¥, y 6 que representa el 4ngulo que forma ¥ con
el eje OX. Las coordenadas polares y cartesianas estdn relacionadas por medio de las expresiones

x = pcosf
y = psinf

Légicamente (p,0) son coordenadas en una base de R2. Esta base, que llamaremos base de coorde-
nadas polares, estd formada por dos vectores B = {€,,€y}. €, es un vector unitario (médulo 1) en
direccién radial, y € es un vector, también unitario, tangente a la circunferencia de centro (0,0) y
que pasa por el punto (o vector) de coordenadas cartesianas (z,y). Se pide:

(al) Representa graficamente la base canénica de R? y la base de coordenadas polares B = {€,,€y}.

(a2) Denotemos por C = {7 = (1,0),7 = (0,1) } la base canénica de R?. Deduce las siguientes rela-

ciones que nos dan el cambio de coordenadas entre cartesianas y polares y viceversa:

{ €, = cosfi + sin 0] { i = cos €, — sin féy

&y = —sinBi + cosbj j=sin 0é, + cos Béy

(b) Coordenadas cilindricas en R3. Las coordenadas cilindricas son como las polares pero en di-
mensién 3. Aparece una tercera coordenada z que coincide con la coordenada cartesiana z de modo

que si denotamos por C = {Zz (1,0,0),3‘: (0,1,0),1_5: (0,0,1)} la. base canénica de R® y por

B = {€&,,&,€,} la base de coordenadas cilindricas, entonces €, y € son como en las polares y €, = k.
Se pide:
(b1} Dibuja los vectores de las coordenadas cilindricas y comprueba que

€, = cos 6i + sin 67
€ = —sin i + cos 0]
e, =k
(c) Coordenadas esféricas en R3. La idea de las coordenadas esféricas es considerar el vector de
coordenadas cartesianas (x,¥, z) como un punto de la superficie de una esfera centrada en (0,0,0),
de radio p, de longitud 8 y latitud ¢. Estas nuevas coordenadas (p, 6, ¢) son las coordenadas esféricas
y estan relacionadas con las cartesianas por medio de las relaciones

x = psin¢cos
Yy = psin ¢sinf
z = pcos¢

Hay varias formas de seleccionar el origen para los dngulos 6 y ¢. En nuestro caso, ¢ es un dngulo que
varia entre 0 y 27, tiene su origen en el eje OX y se recorre en sentido antihorario. Por su parte, ¢
varia entre 0 y m y tiene su origen en el polo norte. Se recorre desde polo norte a polo sur. Los vectores
de la base de coordenadas esféricas B = {€,,, 9, €y} son todos ellos unitarios, €, tiene la direccién
radial, €; es tangente al paralelo que pasa por el punto (z,y,z) y € es tangente al meridiano que
pasa por dicho punto. Se pide:
(c1) Dibuja la base de coordenadas esféricas B = {€,, €, €y} y las coordenadas esféricas (p, 6, ¢).
(c2) Deduce que

€, = sin ¢ cos 97 + sin psin 07 + cos ok
s = —sin6i + cos 6'5‘
€ = COS ¢ Cos i + cos ¢ sin 6 — sin ok

-

y encuentra el cambio inverso.

7. Un Espacio de Elementos Finitos. Fijemos un ntimero natural positivo N € N y sea h = ﬁ
Consideremos ahora los nodos ¢; = jh, con j = 0,1,---,N + 1, los cuales nos permiten escribir el
intervalo [0,1] en la forma

[0’ 1] — U [Cj’cj-f—l]'



Definimos el conjunto de funciones
Vi = {u:[0,1] = R : u es continua, u(0) = u(1) = 0 y ademas ulc;c;,,) € P1}

donde P; son los polinomios de grado menor o igual a 1. Es ficil comprobar que V4, con la suma habi-
tual de funciones y el producto por escalares (nimeros reales) es un R— espacio vectorial. Finalmente,
consideremos el conjunto de funciones

B={¢;:[0,1]] 2R, 1<j<N, con ¢; €V}, tales que ¢;(c;) =1sii =73, y ¢;(c;) =05sii+#j}.
Se pide:
(a) Dibuja las funciones ¢;, para. j = 1,2, , N.
(b) Demuestra que B es una base de V},.

Las funciones ¢; se llaman funciones de forma y el espacio V}, espacio de elementos finitos de Lagrange de
tipo P;. Este espacio de funciones es muy utilizado en Célculo de Estructuras y en Mecanica de Fluidos,
entre otros campos de la Ingenierfa, para resolver numéricamente algunas de las ecuaciones (diferenciales)
que aparecen en dichos campos.

8. Hallar una base, ecuaciones paramétricas y ecuaciones implicitas de cada uno de los siguientes subespacios
vectoriales de R*:

a) Wi =< (2,-1,0,1),(=2,1,-3,2) >.

by Wo={(z,y,2,t) ER* :x —y+ 2+t =0,y — 2 =0}.
c) Ws={(z,y,2,t) e R* : x — 2y + 2z = 0}.

z=A+a+p
) y=A—a+38

d) Wa: z=A4+2a
t=2A+3a+p8

e) Ws =< (1,-1,0,1),(2,-1,0,2),(-1,2,0,~1) >.
9. Determinar unas ecuaciones implicitas de los siguientes subespacios vectoriales de R*
U={(z,y,2,t) ER* 1z +y+2-t=0,z+2y—2=0} y W =< (1,-1,0,3),(2,1,-1,2) >,

asi como también de U NW y de U + W. Concluir si la suma es directa o no
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